SESSION 2003
CONCOURS NATIONAL DEUG

Epreuve commune concours Physique et concours Chimie

MATHEMATIQUES
PARTIE |

Durée: 2 heures

Les calculatrices sont autorisées.

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énonce, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa compasition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.

Lestrois exercices sont indépendants.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute
réponse insuffisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Exercicel —Un développement asymptotiquede H, = Z%
k=1

1. Un équivalent de H

Soit n un entier naturel non nul, on pose H, :Z%

k=1
. . o1 k1] 1

a. Sikestunentier non nul, montrer que : —gj Sdt<=.
kK+1 Jk t k

b. En déduire I’ encadrement suivant : Inn+ = < H,<Inn+1.
n

C. Donner un équivalentde H, en + .

2. Suites adjacentes
Soit deux suitesderéels (v,) et (w,) adjacentes c est-a-dire que:
(v,) est croissante, (w,) est décroissanteet lim(v, —w,)=0.

N—+o

a. Montrer qu'il existe un entier naturel n, tel que, pour tout entier n>n,, v, <w, +1.
En déduire que la suite (v,) est majorée.

b. Montrer de méme que lasuite (w,) est minorée.

C. En déduire que les suites (v,) et (w,) sont convergentes et convergent vers une méme
limite réelle.

Tournez lapageS.V.P.



3. Constanted’Euler
1

Onpose, pour n>1,c,=H,-Innetd, =c,——.
n

a. Montrer que, pour n>1, is In(n+1)—|nn£1.
n+1 n

Montrer que les suites (c,) et (d,) convergent vers une méme limite.
On note alors y cette limite (y est appel ée constante d' Euler).
C. Montrerque: H, =Inn+y+0(1).

Exercicell —Endomorphismes f vérifiant : Ker f =Im f .

A. Propriétés

1. Soit E un |-espace vectoriel de dimension n et soit f un endomorphisme de E vérifiant :
Kerf=Imf.
a. Montrer que nécessairement n est un entier pair et déterminer le rang de f en fonction de n.

b. Montrer que, pour tout vecteur x de E, (f o f)(x) =0.

2. Soit f un endomorphisme de E vérifiant fof =0 etdimE=2rang (f).

a. Montrer queIlmf c Kerf.
b. EndéduirequeKer f=1Imf.

B. Casgénéral
Soit ne [, soit E un |-espace vectoriel de dimension n et soit f un endomorphisme de E de rang p
vérifiant Ker f = Imf.

3. Donner p en fonction de n.

4. Soit F un supplémentaire de Ker f dans E, soit (g,€,,..,e,) une base de F et soit
(€1, €,,...,€,) unebasedeKerf.
a. Quepeut-ondiredelafamille (e,e,,...e,, €;,€,,...€,) ?
b. Montrer quelafamille (f(g), f(e),..., f(e,)) estunebasedeImf.
C. Posons, pour tout entier i comprisentre 1 et p, e,,, = f(g) ; caculer f(e,,).
d. Montrer quelafamille (e, e,, ..., &, €,,;, ... &,) est une base de E et écrire la matrice de
f dans cette base.



C. Application

Soit E un |-espace vectoriel de dimension 4 debase B = (e, e,, €,,€,) et soit f un endomorphisme
de E dont lamatrice danslabase B est :

0O -1 -1 0

-1 0 0 -1
A:

1 0 0 1

0 1 1 O

5. Déterminer, en fonction des vecteurs de la base B, une base de Ker f et une base de Im f et, sans
aucun calcul, déterminer A2.

6. Montrer gu'il existe une base B’ de E dans laquelle lamatrice de f est triangulaire.

7. Déterminer les vecteurs d une telle base B’ en fonction des vecteurs de la base B.

Exercicelll —Régle de Raabe-Duhamel
1. Soit Y u, et >'v, deux séries & termes strictement positifs telles qu'il existe ny e | vérifiant :

u Y .
vnxn,, — <% montrer que:si Y v, convergealors Y u, converge.
u v

n n

2. Soit B unréel non nul et (u.) une suite de réels strictement positifs satisfaisant a:

u
i+l B+O(—)
un
. , 1
a. Montrer que, si I'on pose, pour n>1¢€t o reel a>0, v, =—,ona:
n
Vn+l_un+1= _a+0(1).
V, u n n

n n

b. Si B>1, montrer quelasérie ZUH converge. (On pourra choisir leréd o e ]], [3[)
C. Sip<1, montrer quelasérie > u, diverge.

3. Déterminer, en utilisant la regle de Raabe-Duhamel (résultats 2b et 2c ci-dessus), la nature des
sériesde terme général u,
U = (2n)!
N 92n (n!)z
_a(a+l..(a+n-1
" bb+1)..(b+n-1)
(On discuteraselon lavaeur de b—a)

ou a et b sont deux réels qui ne sont pas des entiers negatifs.

Fin del’énoncé.



