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Révisions : Examens et concours

Mathématiques

1 Analyse

1.1 Intégrales de Riemann

Théorème 1.1

Les intégrales de Riemann sont de la forme

αn =
1

n

n
∑

p=1

f
(p

n

)

avec f une fonction continue

1.2 Intégration par parties

Théorème 1.2

Soient u et v deux fonctions de classe C1 sur [a, b], alors

ˆ b

a

u(t)v′(t)dt =
[

u(t)v(t)
]b

a
−

ˆ b

a

u′(t)v(t)dt

1.3 Changement de variable

Théorème 1.3

Soit f une fonction continue sur [c, d] et si u une fonction bijective de [a, b] dans [c, d] de classe C1 alors

ˆ d

c

f(x)dx =

ˆ u−1(d)

u−1(c)

f(u(t))u′(t)dt

1.4 Forme d’intégrales dépendants d’un paramètre

Forme 1

Voici la forme d’une intégrale dépendant d’un paramètre

F (x) =

ˆ b

a

f(x, t)dt avec a, b fixés

1.5 Forme de fonctions définies par une intégrale

Forme 2

Voici des exemples de fonctions définies à l’aide d’une intégrale.

G(x) =

ˆ x2

0

1

t2 + x2
dt , H(x) =

ˆ v(x)

u(x)

f(t)dt
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Pour H : Si u, v sont dérivables et f continue alors H est dérivable, il suffit de revenir à un calcul

explicite de H. Si F est une primitive de f alors

H(x) = F (v(x)) − F (u(x)) =⇒ H ′(x) = f(v(x))v′(x) − f(u(x))u′(x)

1.6 Etude d’une fonction définie par intégrale

Méthode 1.1

On veut étudier la fonction G définie par

G(x) =

ˆ x2

0

1

t2 + x2
dt

Faisons un changement de variable pour se ramenner à des bornes constantes

0 ≤ t ≤ x2 dans le cas général
(

u(x) ≤ t ≤ v(x)
)

On écrit t = x2s et dt = x2ds avec s ∈ [0, 1]. Dans le cas général, on aurait pu écrire :






t = u(x) + s
(

v(x) − u(x)
)

dt =
(

v(x) − u(x)
)

ds
avec 0 ≤ s ≤ 1

Ainsi :

G(x) =

ˆ x2

0

1

t2 + x2
dt =

ˆ 1

0

x2ds

(sx2)2 + x2
=

ˆ 1

0

ds

1 + s2x2

1.7 Intégrales triples

Exercice 1

Calculer Iα =

˚

D

dxdydz

(x2 + y2 + z2)α
où D =

{

(x, y, z) ∈ R
3 ; a2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2, a, b ∈ R+

}

Exercice 2

D en coordonnées shpériques s’écrit :

D =
{

(ρ, φ, θ); a ≤ ρ ≤ b;−
π

2
≤ φ ≤

π

2
; 0 ≤ θ ≤ 2π

}

Alors

I =

ˆ 2π

0

dθ

ˆ b

a

ρ2−2αdρ

ˆ π/2

−π/2

cos φdφ = 4π
b3−2α − a3−2α

3 − 2α
si α 6=

3

2

= 4π ln
b

a
si α =

3

2

1.8 Les équations différentielles

Dans cette partie, on va se restreindre au progamme du concours.
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2 Algèbre

2.1 Exemple d’utilisation du pivot de Gauss

Méthode 2.1

Soit un système donné par :














α + β = 1

2β − 3γ = 0

−α + β + 2γ = 0

Résoudre ce système en utilisant la méthode de Gauss.

Notons qu’on peut écrire le système de la manière suivante :








1 1 0

0 2 −3

−1 1 2

















α

β

γ









=









1

0

0









Utilisant le Pivot de Gauss.








1 1 0 1

0 2 −3 0

−1 1 2 0









=









1 1 0 1

0 2 −3 0

0 2 2 1









=









1 1 0 1

0 2 −3 0

0 0 5 1









Ainsi, on a :














α + β = 1

2β − 3γ = 0

5γ = 1

⇐⇒















α = 7/10

β = 3/10

γ = 1/5

2.2 Les applications linéaires

Méthode 2.2

Si f est une application linéaire alors il existe une matrice pour la représenté

2.3 Déterminer le noyau d’une application linéaire

Définition 2.1

Soient E, F deux K−espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau de cette

application linéaire est définit comme suit :

ker f =
{

x ∈ E, f(x) = 0F

}

⇐⇒
{

∃x0 ∈ E, f(x0) = 0F

}

On note que ker f est un sous-espace vectoriel de E. Noter aussi que ker f ⊂ E.

Théorème 2.2

Un théorème important

f est injective ⇐⇒ kerf =
{

0E

}
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2.4 Application linéaire et isomorphisme

Théorème 2.3

Soient E et F deux R−espaces vectoriels et φ ∈ L(E, F) une application linéaire de E dans F

φ est isomorphisme de E dans F ⇐⇒ ker(φ) = {0} et Im(φ) = F

Dans ce cas, l’application réciproque φ−1 existe et appartient à L(E, F).

2.5 Déterminer l’image d’une application linéaire

Définition 2.4

Soient E, F deux K−espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Le noyau de cette

application linéaire est définit comme suit :

Imf =
{

f(x), x ∈ E,
}

⇐⇒
{

∃x ∈ E, y = f(x)
}

Si
{

e1, e2, ..., en

}

est une base de E, alors Imf = vect
{

f(e1), f(e2), ..., f(en)
}

.

Noter aussi que Imf ⊂ F.

2.6 Deux sous-espaces vectoriels supplémentaires

2.7 Déterminer le sous-espace vectoriel à partir d’une partie

Exercice 3

Soit (R, +, ·) un R−espace vectoriel, déterminer le sous-espace vectoriel engendré par la partie suivante :

P1 =
{

(1, 1, 1); (0, 2, 3)
}

Corrigé 1

F1 = Vect(P1) est l’ensemble des combinaisons linéaires λ









1

1

1









+ µ









0

2

3









pour (λ, µ) ∈ R
2









x

y

z









∈ F1 ⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R
2 tel que









x

y

z









= λ









1

1

1









+ µ









0

2

3









⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R
2 tel que















x = λ

y = λ + 2µ

z = λ + 3µ

⇐⇒ ∃(λ, µ) ∈ R
2 tel que



















λ = x

µ =
1

2

(

y − x
)

z = x +
3

2

(

y − x
)

⇐⇒ x − 3y + 2z = 0
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En conclusion :

F1 =
{

(x, y, z) ∈ R
3 tel que x − 3y + 2z = 0

}

2.8 Déterminer le sous-espace propre associé à une valeur propore

Exercice 4

Dans R
3, on considère l’endomorphisme f dont la matrice dans la base canonique est

M(f) =









3 3 −2

0 −1 0

8 6 −5









1. Montrer que le réel λ = −1 est une valeur propre,

2. Trouver le sous-espace propre associé à λ = −1,

3. Donner une base de ce sous-espace propre P .
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Corrigé 2

1. On a M(f) − λI3 = M(f) + I3 =









4 3 −2

0 0 0

8 6 −4









, donc det
(

M(f) + I3

)

= 0.

D’où, λ = −1 est une valeur propre de f .

2. Soit u =









x

y

z









un vecteur propre associé à λ = −1, on a :

f(u) = λu ⇐⇒









3 3 −2

0 −1 0

8 6 −5

















x

y

z









=









−x

−y

−z









⇐⇒

{

4x + 3y − 2z = 0

8x + 6y − 4z = 0

⇐⇒ 4x + 3y − 2z = 0

Le sous-espace propre associé à λ = −1 est donc le plan d’équation 4x + 3y − 2z = 0.

3. Soit









x

y

z









∈ P. Comme z = x +
3

2
y = x + αy, on en déduit que u = (x, y, x + αy)

ou encore u = x (1, 0, 1)+y (0, 1, α). Ainsi tout élément u ∈ L est combinaison linéaire de a =









1

0

1









et de b =









0

1

α









, Par ailleurs, la famille (a, b) est libre et par suite elle est une base de P

— Mohammed EL BACHIR —

http://mp.ensi.free.fr
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1.8 Les équations différentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2 Algèbre 3
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