Equation fonctionnelle 1

Exercice 1

Déterminer la fonction f continue sur R vérifiant (E) : f(z) — / tf(t)dt =1
0

Corrigé 1

Supposons qu’une telle fonction f existe. La fonction ¢ —— ¢ f(t) étant continue sur continue sur R, la
fonction x — / tf(t)dt est de classe C' sur R. Puisque Vo € R, f(z) = / tf(t)dt+1, f est de classe

0 0
C' sur R.
En dérivant les deux membres de (F) on obtient (E') : Vo € R, f'(x) = xf(x). La fonction f est, par

conséquent, solution de ’équation différentielle linéaire 3/ = xy dont la solution est :

T 2
T — Aexp </ tdt) = dexp (%) avec \ € R.
0

En remplagant x par 0 dans I’équation, obtient la condition f(0) = 1 qui implique A = 1.
2

Donc | f : x — exp (%) est la seule solution de possible.

Réciproque : On vérifie immédiatement que f satisfait la condition (E), f est donc I'unique solution
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