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+00
Intégrales de Wallis et calcul de / e~ d
0

Exercice 1. Pour tout entier naturel n, on considere l'intégrale :

™

2
In:/ cos"tdt
0

1
n -+ I
n -+ 2

1. Montrer que pour tout n,

In+2 -

2. Montrer que pour tout n,
s
(n + 1)[n+lln = 5

3. Montrer que pour tout n,
n+1 < [n+1
n+2~- I,

<1

4. Montrer que la suite \/nl,, est convergente et calculer sa limite.

5. Montrer que pour tout réel u et tout entier naturel n :
u n
u>-n = <1+—> < e
n

6. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

2\" 1
vt € [0, v/n] <1——> <eV<———
z (1+%)

7. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on pose

Voo
- / e Vdt
0

Déduire de la réponse 6) un encadrement de J,, a l'aide de n, Iy, 1 et I, o.

+o00 )
J :/ e Udt
0

8. En déduire la valeur de I'intégrale :



Correction 1. 1. Intégrons par parties l'intégrale :

jus

2 2
Iyio = / cos"T2tdt
0

u'(t) = cost u(t) = sint
v(t) = cos" 2t V'(t) = —(n+1)sintcos™ t

us
2

%
Lo = [.’sintcoswrl t] +(n+1) / sin® tcos™tdt
0

0

= (n+1) /2 <1 — cos® t) cos” tdt
0

= (n+1)(In — Iny2)

Dou: (n+2)I0=(n+1)1,

2. En multipliant par I,,;; les deux membres de 1'égalité précédente, on obtient :
(n + 2)[n+2]—n+1 — (77, + 1)In+1[n

La suite ((n + 1)In+1[n> est donc constante, or : Iy = g et Iy =1, dou:
neN

VneN m+mgﬂgzg

s
3. On sait que pour tout t € [0, 5] ,0 < cost < 1 et donc que pour tout n € N, cos" ™t <

3 . 3
/ cos"THtdt < / cos™ tdt
0 0

Cest-a-dire 1,11 < I, : la suite (I,)nen est décroissante.
On a donc pour tout n € N :

cos"t.
On en ddéduit que :

Lo < Inpa
En multipliant les deux membres par n + 2, on obtient :
(n + 2)1n+2 < (n + 2)In+1

Dou: (n+ 1)1, < (n+2)l
En définitive, on a montré que :

1 I,
vneN O et g
n+2 1,
4. D’apres le théoreme d’encadrement :
I,
lim =1

n—-+oo In
Ce qui signifie que I,,;1 est équivalent a I,, quand n — +00. De la relation 2), on déduit

7r 7
que nI? est équivalent & 5 La suite <\/ﬁfn> converge donc vers \/; .
neN

2



5. Pour tout réel z € [— 1,400 [, In(l+z) <z
On a donc pour tout entier n et tout réel u > —n :
In (1 + 3) <Y dou:
n n

nln<1+g>§u et (1+E> < e"
n n

6. Pour t € [0, \/ﬁ] , on peut appliquer 'inégalité précédente au réel u = —t2 :

ainsi quau réel u =t :

En définitive, on a montré que :

2\n
(1_t_) <e—t2§;
n

7. En intégrant sur le sugment [0, \/ﬁ}, on déduit :

\/ﬁ 2
Kng/ e Udt <1,
0

ou : i NG
n t2\n n dt
ko= [T a e [T
U © (D)

Dans K,, effectuons le changement de variable : ¢t = y/nsinu et dt = \/ncosudu :
2
K, = / Vv cos®™ udu = /nlaniq
0
vn du.

cos? u

Dans L, effectuons le changement de variable : t = \/ntanu et dt =

3
L, = / Vncos? 2 udu < /nlsy_o
0

En définitive :

N

Vnly, o < / e Vdt < Vnls, 2
0
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8. On sait que I, 1 et Is, o sont équivalents a : i D’ou :
n

IIIE \/E]Q,—H_l = 11r+n \/ﬁ]Qn_Q = \/7%

D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit :

+oo
/ e Pdt = ﬁ
0 2



