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Un exercice type

Exercice 1. Soient I la matrice indentité de R? et

011
A=11 01
110

(a) Montrer que A> — A — 2I3 = 0. En déduire que A est inversible et claculer son inverse.

(b) Soit n > 3. Par la division euclidienne sur les polynémes,
il existe a,,b, € R et un polynome P, tel que X" = P,(X)(X* - X —2) + a,X + b, (n € N).

Trouver a,, et b,. En déduire A".

Corrigé 1. (a) Calculons A? :

011 01 1 2 1 1
A=1101]|x|101]l=]121
110 110 11 2

Or
01 1 2.0 0 21 1
A+2I=11 0 1|-|0o20f=|1 21
110 00 2 11 2

Par suite, A> — A — 2] = 0. On réécrit cette équation :

1 1
A2—A—2I:0<:>A2—A:2I<:>A(§(A—I)) :]<:>A‘1:§(A—I)
Finalement,
-1 1 1
A=y o
=3 _
11 -1

(b) L’équation 2 — x — 2 = 0 a deux racines distinctes : 2 et —1. On a alors

-1)" = —a,+0b, )" = —an+0, 2" — (=1)" 2"+ 2(—-1)"
=1 ¢ — 1) ¢ <:>an:—?() )etbn:—+( )
2n

2a,, + b, on = 2a,+b, 3

Maintenant, on peut donner ’expression de A", en effet,

b, a, an
A":(A2—A—2I)Pn(A)+anA+an: a, b, ay,

an an by
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