Algebre bilinéaire 1

Exercices intéressants

+OO t2
Exercice 1. Soient E = R, [X] et I(n / "exp | —— | dt
X - o(-5)

1. Montrer que U'intégrale I(n) est convergente. Que vaut I(2p +1)7
1 +oo t2
Soit ¢ : E — R définie par (P, Q) = —/ Pt)Q(t) ex (——) dt
P par (P, Q) N ()Q(t) exp | —
2. Montrer que ¢ est un produit scalaire.
3. On suppose n = 2. Ecrire la matrice assosié a ¢ dans la base (1, X, X 2). Construire une base ortho-

normale de (PO, P, Pg) par le procédé d’orthogonlisation de Gram-Schmidt appliqué a (1, X, X 2).

Exercice 2. On munit le R—espace vectoriel Ry[X]| du produit scalaire définit par

1. Déterminer I'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de Ry[X].
2. Déterminer la distance du polynome P = X* 4+ X + 1 au sous-espace vectoriel F de Ry[X] formé par
des polynomes f tels que f'(0) = 0.
Exercice 3. Soit f: R* x R* — R définie de la maniére suivante : si u = (z,y, 2) et v’ = (2,9, 2') alors
flu,u') =2x2’ + yy' + 222" + xy +ya’ + 22’ + 22" +y2' + 29

1. Montrer que f est un produit scalaire sur I'espace vectoriel canonique R?.
2. Soit P le sous-espace vectoriel de R® d’équation cartésienne 2z — y + z = 0.
(a) Déterminer I'orthogonal du sous-espace vectoriel P.
(b) Déterminer un sous-espace vectoriel de R* dont 1'orthogonal est P.

3. Déterminer 'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de R® pour f.
Exercice 4. Orthonormaliser dans R? la famille z; = (1, —2,2), 2o = (—1,0, 1), 23 = (5,3, 7).

m 1 1
Exercice 5. Soit m € R et A(m) € M3(R) la matrice | 1 m 1

1 1 m

1. Calculer les valeurs propres de A(m) et une base de vecteurs propres.
2. Déterminer suivant les valeurs de m le rang de A(m). Déterminer lorsque cela est possible A~*(m).

3. Lorsque A(m) n’est pas inversible déterminer le noyau et I'image de A(m).

Exercice 6. Pour quelles valeurs de a, b et ¢ les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ?

1 a1 0 0 a
01 b 0 0 b
0 0 ¢ a b ¢
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Exercice 7. Soit A la matrice A= | -1 1 -1
-1 -1 1
1. Calculer ‘A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Diagonaliser A.

3. Diagonaliser A dans une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel de R?).

Exercice 8. Soit (E, > un espace vectoriel euclidien de dimension 3 et B = (a, b, c) une base orthonormée

directe de E. Soit ¢ € L(E). Identifier ¢ lorsque sa matrice dans la base B est

2 2 1
A=Yl 9 1 o

== |-
1 -2 2

Exercice 9. Soit (E, ) un espace vectoriel euclidien de dimension 3 et B = (a, b, c) une base orthonormée

directe de E. Soit ¢ € L(E). Identifier ¢ lorsque sa matrice dans la base B est

7T -4 -4
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Corrigé 1. 1. A = A donc A est diagonalisable dans une base orthonormée.
1 1 1 -1 0 0
2. Parexemple: P= |1 —1 0 |, P'AP=]0 2 0
1 0 -1 0 0 2
1/V3 1/vV2  1/V6 -10 0
3.Q=|1/V3 -1/vV2 1/V6 |,Q'AQ=| 0 2 0fet'Q=0Q""
1/vV3 0 —2/V6 0 0 2
Corrigé 2.
Corrigé 3.
Corrigé 4.
Corrigé 5.
Corrigé 6.
Corrigé 7.
Corrigé 8. — En vérifie facilement que *AA = I5. Donc A est orthogonale.

— De plus, le det(A) = 1. Donc ¢ est une rotation vectorielle.

— Soit D = {:c € E tel que ¢(x) = x}, alors

2 4+ 2y + =z 3x
AX = X <— —2r + y + 2z = 3y &<=>z—v=

xr = 2y + 2z = 3z
1 1
Done D =Vect | 0 |. Notonsu= 1[0
1 1

— Déterminons I'angle 6 [27] de cette rotation. On a que
5 1
Tr(A) =2cosf+1 = 3= cosf = 3

— Cherchons le signe de sinf. Alors Sg(sin 9) = Sg [detg (a, (), uﬂ oua¢D.

1
On choisit a =a= | 0 | et on calcule
0
1 2/3 1
2
0 -2/3 0|=—3<0= Sg<sin6) — 1
0 1/3 1
2
On obtient alors sinf = —4/1 — <%) = —%5.
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1

— Conclusion : ¢ est une rotation vectorielle d’angle 6 [27], d’axe D dirigée par u = | 0 | dans la

1
base B avec

2v2

1
C080:§ et sinf=-———

3
Corrigé 9. — En vérifie facilement que ‘AA = I3. Donc A est orthogonale.
— De plus, le det(A) = —1.
— Cherchons D = {x € E tel que ¢(x) = x}, alors
Tvr — 2y — 4z = 9z
AX = X — —4xr + y — 8 = 9y <= r+2+22=0

—4r — 8y — z = 9z

— Conclusion : D est de dimension 2. Donc ¢ est une symétrie orthogonale par rapport au plan

d’équation D, dans la base B.
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