Intégration : Révisions (Session 1 - 2007)

Le sujet est a voir ici http ://www.u-cergy.fr/rech/...

Corrigé 1. Etude de €.

1. (a) Pour k > 0, I';, sont des ellipses de centre (0,0) et d’axes (Ox) et (Oy).
(b) Le dessin de I'y, T'y et Q. Q est la partie qui n’est pas hachurée en vert.

-4 -3 =2 2 3

—4

(c) Pour toute fonction f définie sur R? on a :

//Q f(x,y)dxdy :/Q3f(x,y)dxdy—/Qlf(x,y)d:cdy

2. Calcul de J = // \4x? + y2dxdy.
Q1
P
(a) C’est du cours. La formule : / w= // (8_@ - 8—) (x,y)dzdy
1‘\+

dy
(b) Soit w(x,y) = P(x,y)dzr + Q(z,y)dy une forme différentielle de classe C'. Ou

1 1
Plry) = —guV/2 47 et Quy) = gov/h? 142

oP 0
En calculant a—y(x,y) et %(x,y) on obtient
oP 1 y? 0Q 1
Cmy) = (VI P+ —2—— | et E(ay) = VA2
oy ) 3< 72ty +¢w> et o-(@y)=g | Vi Tyt
Et donc

dy

(% - a—P) (z,y) = Vda? + y?

Donc on a bien J = / w.
1—\+

(c) On peut choisir comme paramétrage

1
xz(t) = =cost
2 avec 0<t<2r

y(t) = sint


http://www.u-cergy.fr/rech/pages/courilleau/Sources/cours06_07/Session1_2007.pdf

Intégration : Révisions (Session 1 - 2007) 2

(d) Calculons J.

wl =

3

3. Calcul de K = // v A4x? 4+ y?dxdy.
Q3

4. (a) C’est du cours.

27
1 1
J = —/ (— sinty/cos?t + sin® ¢ (—5 sint> + 5 costy/ cos?t + sin® ¢t (cost)) dt =
0

(b) Je ne sais pas encore faire. Cependant je peux calculer le déterminant. On pose u = 2x et v =y

alors
ou  Ou
1 D(u,v) dr  dy |2 .
Jr(z,y)  D(z,y) ov  Ov 0
ox  y

(c) En appliquant le théoreme de changement de variable en dimension 2. On obtient :

1
K:// \/4x2+y2d:cdy:/ ( ) :—// Vu? + v2dudv
Qs B(O 2 B(073)

Du,v)|*
(d) La formule de changement de variable en polaire s’écrit

u2

z(p,0) = pcosd

avec 0 < p<3et0<0<27
y(p,0) = psind

Rappelons que le jacobien est p.

(e) Calculons K en utilisant le changement de variable précédent :

1 1 2w 3
K = 5 // \/p2 cos? 0 + p?sin® Opdpdf = 5/ (/ pzdp> df = 9
[0,3]x[0,27] 0 0

26
5. D’apres 1.(c), on a I =97 — g =3

Corrigé 2. Pour tout n € N*, on définit les intégrales suivantes

I_fﬁxm o () )

avech:{(m,y, 2)eR}0< 2 <1, —<y<n O<yz<:v}

1. C’est du cours.

2. En applicant le théoreme de Fubini, on a

o = o o ()
- /; ( [ cos(s) —con () dz) dy] ”
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2
3. Soit h: y — ysin (a:_) En calculant /' (y) on obtient
Y

z? z? 7 z? z? z?
h'(y) = sin (—) +y (——2 Ccos (—)) = sin (—) — — Co8 (—)
Y ) ) ) ) )
n 2 2 2 2
Ainsi / (Sin (x—) ~ T cos <x_>) dy = [h(y)]1 = nsin (:E—) 1 sin (nz?), donc
1 y y y z n) n

2
1
4. On pose f,(x) = nsin (x_) — —sin (na?).
n n
2

(a) On pose X = L et notons que X — 0 quand n — +oo.

n
o ((sin X 1, [a?
Alors fu(z) == ( X ) - X {ﬁ sin (Y)}’ donc

. L o (sin X\ 1 . $_2 2
s (2 () x[n ()] -

Donc (f,) converge simplement sur [0, 1] vers f : z — z°.

(b) On a:

— Les (f,) sont continue sur continue sur R,

— (fn) converge simplement vers la fonction f qui est continue sur R,

— De plus pour tout x € R,Vn € N*, on a

(2 1 2
n sin <g> — — S1n (TLZ’ )

n

1
|fu(2)] = <21* €C'(R) et / 22°dr  converge
0

D’apres le théoreme de la convergence dominé, on a Vn € N* [, est absolument convergente,

1 1 1
1
donc convergente, ainsi que [,, = / fulz)dx = / lir+n <fn(m)>dx = / = 3

sin(zt?)
1+¢2
1. — Pour tout t € R, x — f(x,t) continue sur le R car t* +1 > 0.

Corrigé 3. Soit f(z,t) = une fonction définie sur R2.

— Pour tout € R, t — f(x,t) continue sur le R car t* +1 > 0.

— De plus, pour tout x,y € R, il existe une fonction telle que

oo dt
et  Txe converge

o0

@] < g

Donc F' est définie et continue sur R.
2. Déja répondu.

3. — On a vu dans la question précédente que F' est bien définie sur R.

0
— Pour tout z € R, t — a—{(w, t) continue sur le R car t* +1 > 0.

0
— Pour tout t e R, x — a—f(:v,t) continue sur le R car t* + 1 > 0.
x
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— De plus, pour tout x,t € R,

of t2 ) t2
—(z,t)] = |—— X %) <
o @ )‘ ‘1+t2 cos(xt)| < T

+o00 2
Or / e dt diverge. La condition de domination n’est pas satisfaite.
— 00

Donc le théoreme de dérivabilité ne s’applique pas.

— MouammeED ELL BACHIR —
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