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Les calculatrices et les documents sont interdits

Dans les exercices, on pourra admettre les résultats d’une question pour faire les questions
suivantes.
(Le bar̂eme est donné à titre indicatif, il est susceptible de changer).

Exercice 1(7pts)

On veut calculer l’intégrale triple suivante

I =

∫∫∫
Ω

x dxdydz,

où Ω est la demi-sphère suivante Ω = {(x, y, z) ∈ R3, x ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1}.
1) (3pts) Donner un changement de variable en sphérique, en précisant les valeurs préalables
de chaque nouvelle variable et en rappelant le jacobien.
2) (4pts) Calculer I en faisant un changement de variables en sphérique. On donnera le nom
des théorèmes utilisés mais sans les énoncer.

Exercice 2(13pts)

On se propose de calculer l’intégrale suivante

I =

∫∫
Ω1

u3v cos(v2)dudv, où Ω1 =

{
(u, v) ∈ [0, +∞[2,

1

4
≤ u4 + v4 ≤ 1

}
.

Pour cela on se propose de faire le changement de variable suivant u =
√

x
√

cos(y) et
v =

√
x
√

sin(y). On définit donc la fonction suivante

F : [1
2
, 1]× [0, π

2
] −→ Ω1

(x, y) 7−→
(√

x
√

cos(y),
√

x
√

sin(y)
)
.

1) (2pts) Enoncer le théorème de changement de variables (en dimension 2).
2) (2pts) Montrer que F est une bijection de [1

2
, 1]× [0, π

2
] dans Ω1. (On vérifiera que F est

bien à valeurs dans Ω1, qu’elle est injective et surjective).
3) (2pts) Calculer le jacobien de F pour tout (x, y) ∈ [1

2
, 1]×]0, π

2
[.

4) (2pts) En supposant que l’on ait le droit d’utiliser la formule de changement de variables
dans notre cas, montrer que

I =
1

4

∫∫
[ 1
2
,1]×[0, π

2
]

x2 cos(y) cos(x sin(y))dxdy.

5) (2pts) Enoncer le théorème de Fubini en dimension 2 (uniquement dans un sens).
6) (3pts) En appliquant Fubini, calculer I.
7) (Question subsidiaire) La fonction F vérifiait-elle toutes les hypothèses du théorème de
changement de variables ?
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