Chapitre V: Champs de scalaires, champs
de vecteurs

Aprés une étude attentive de ce chapitre, vous serez capable
de:

décrireles principales propriétés d’ un champ scalaire ou vectoriel
trouver leslignes de champ d’un champ de vecteurs

reconnaitre un champ acirculation ou aflux conservatif
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| Définitions

En Physque, on définit un champ de scalaires ou un champ de
vecteurs lorsgue I'on associe achaque point d'une région de I'espace une
grandeur scalaire ou vectorielle. Par exemple:

- Température en chaque point d'une piece : champ de scalaires

- Champ édectrique entre les armatures d'un condensateur : champ de
vecteurs défini par les trois fonctions scdaires Ex(x,y,2) Ey(xy,2) et
EAX.y,2).

Pour définir complétement |le champ, on doit se donner le domaine D de
I'espace oul le champ prend ses valeurs.

Bien souvent en Physique, la connaissance des vaeurs du champ sur les
limites du domaine D (les "conditions aux limites') sera fondamentae pour
|a détermination compléte du champ.

Exemple:
Source de Source de
chaleur de Barre métallique chaleur de
température T, température T,

>
»

0 I X

En tout point d'abscisse x de la barre, on définit le champ de température
T(x) (champ de scdlaires). Le domaine D est la barre. Les conditions aux
limites sécrivent :

Tx=0)=T, & Tx=)=T,.

On dit qu'un champ est uniforme dans une région D de I'espace g la
grandeur définissant le champ prend la méme vaeur en chaque point de
D.
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On dit qu'un champ et stationnaire ou permanent dans une région
D de l'espace s la grandeur définissant le champ ne dépend pas du
tempsen chague point de D.

Il Lignes de champ, Tubes de champ

Dans la suite, on supposera que I'gpplication qui atout point M
associe  la vadeur du champ en M possede toutes les propriétés
mathémati ques nécessaires alix opérations envisagées.

1°- Définitions

Congdéons un champ de
vecteurs V(M). Une ligne de champ est B 1
une courbe tangente en chague point au
vecteur champ V défini en ce point. Par
exemple, les lignes de champ du champ
magnétique B créé par un fil infiniment
long parcouru par un courant dintensité |
sont des cercles.

2°- Equations des lignes de champ

Soit M(x,y,2) un point dune ligne de champ.
Pa définition, le pont M' td que
OM'=OM +dOM gppatient a la ligne de M’
chanps MM' et padldeaV lorsque M' se M
rapproche de M.

On écrit donc que M M'=dOM et V sont liés, soit: dOM =1V

o &0

¢ * &7

U cdy==1¢vy~

&dzp eV, o

dotendiminant| : X_& _d&
' Ve VoV,
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Pour connditre I'équation des lignes de champ, il suffit de résoudre par
exemple:

dx dy Vy
= —= f ' Y, a —_— = — = Y,
dz V, (x.y.2) dz 9x.y.2)

En coordonnées cylindriques, I'équation dOM =1V sécrit :

dr rdg dz . ,
o= =,-ouV,,V, eV, sontlescoordonnées de V sur labase
Vi Vq V%

locale des coordonnées cylindriques.

En coordonnées sphériques, I'équation dOM =1 V sécrit :

d rdg rsingdj . i
— = = ouV,,V, @V, sontlescoordonnéesdeV sur
Vi Vg oY

la base locale des coordonnées sphériques.

Exemple : Equation des lignes de champ A
du champ magnéique créé par un fil -7 z| , T
infiniment long parcouru par un courant  °. e MY
dintensité | : BREES S

On choisit les coordonnées cylindriques
ou B sécrit sur labase locde B = B, e,

(la seule composante non nulle de B est
aur e, : B=0 et B~0)

Les équations différentidlles définissant les
lignes de champ sécrivent :

B, .
dz=—%rdg=0p z-=cte:leslignes de champ sont dansdesplansz=
cte.

B
dr :—rrdq: Op r =cte: les lignes de champ sont des cercles

centrés sur I'axe du fil(ces courbes peuvent ére matériaisées par de la
limaille de fer)
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3°- Tube de champ

On agppelle tube de champ la surface s—‘_’ﬁ/_‘_’/f

engendrée par I'ensemble des lignes de —

[l Circulation d'un champ
de vecteurs

1°- Définition

Soit une région de I'espace ou sont définis

un champ de vecteursV et une courbe G V(M)

orientée (Cest-adire dont on a choid le

sens de parcourt positif). dMm M,
M

Soit dM e vecteur déplacement
démentaire sur G On appelle
circulaion démentaire de V(M) :

[dC=V(M)- dM

La limite de la somme é V(M) - DM lorsque DM tend vers O et la

circulation de V(M) sur la courbe G En terme  plus mathématique, on
parleradintégrale curviligne de V(M) sur G

On notera C(V,G =V - dM
G

Sgnification physique: S par exemple V

est un champ de force, la circulaion de V- _

nest autre que le travall de cette force - G
lorsque son point d'application se déplace

auvant G
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2°- Technique de calcul

La courbe Gest souvent donnée par son équation paramétrique
X(u), y(u), z(u).Le paramétre u prend lesvaeurs u, et u, aux points M, et
M,. Chague composante de V en un point M de la courbe Gpeut donc
sexprimer en fonctiondeu :

Vi(X,y,2) = Vi(x(u),y(u),z(u)) = Vi(u).

Un déplacement de dM du point M sur la courbe G correspond a une
variation démentaire du de u, soit:

_ ek Ay 0z 6
dM —dxex+dyey+dzez—%e +duey duezéjxdu
D'ou
N dx dzg
C(V, G = QVxdx +Vydy +V, dz] = a?/ v, du +vzﬁxdu

G

€t on obtient une intégrade smple.

Remarque:

En cylindriques, on écrira: C(V,G) = dvr dr +Vgrdq +Vzdz)
G

En sphériques, on écrira:

C(Vv,Q = dvrdr +Vq rdg+V; rsinqd )
G

Exemple : En cinématique, I'abscisse curviligne c'est a dire la distance
parcourue par un mobile M se déplacant sur une courbe Gentre les ingtants
t, et t, ext lacirculation du vecteur tangent ala courbe en M: T(M).
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_ . _ (M) e
MM, =C(T,G) = - dM = o, v(M)dt = ¢y(t)dt
G

v(M) éant le vecteur vitesse de module v du mobile en M. Le paramétre
esici letempst.

3°- Champ de vecteurs acirculation conservative

G

Un champ de vecteurs est dit a circulation conservative S sa
circulation le long dun contour fermé est nulle quel que soit ce contour:
" Gigme OV(M)-dM =0

Grerme

conséquence: La drculation dun champ de vecteurs a circulation
conservetive le long dune courbe dlant de M, a M, ne dépend pas de la
courbe, mais seulement des points extrémes.

En effet :
1 V(M) - dM = V(M) - dM + V(M) - dM =0
?Gﬁ% G G
i V(M) dM = V(M) - dM + V(M) - dM =0
te+G G G

b OV(M)-dM = V(M) - dM
G G
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IV Flux d'un champ de vecteurs

1°- Vecteur élément de surface

PN
ke

ds

Soit une surface ouverte S sgppuyant sur un contour fermé orienté G
Lanormale positiveau point M est ladroite (M,n) ou n est un unitaire
orthogona a Sen M. Son sens et lié conventionnelement au sens de
circulation pogtif sur le contour et est donné par laregle du tire bouchon
de Maxwell.

S la surface et fermée, le sens de la normale positive est pris dans le
sens sortant.

Le vecteur éément de surface dS associé aun édément de surface

dare dSdécoupé sur S est défini par: [dS = dS>n



Champs de scalaires, champs de vecteurs 73

2°- Définition du flux;:

ds
o . R V(M
Le flux élémentaire de V(M) atravers (M)

|'dément de surface dS est le scdlaire:

[df =V(M)- dS

Lalimite de la somme é V(M) - DS lorsgue DS tend vers 0 est le flux
de V(M) atravers lasurface S. On notera:

f(V,S) = @V(M)- dS
S

Deux situations tres fréquentes en Physique:

S V(M) est en tout point de S dansle plantangenten M aS on a

"M V(M)-dS=0edoncf(V,S) =V(M)- dS=0
S

S V(M) et de module uniforme sur S ( M1 S|V(M)| =V0) et de
direction n(M) en tout point de S dors, V(M) - dS=VydS dou
f(V,S) =V, xS

3°- Champ de vecteurs aflux conservatif

Un champ de vecteurs est dit a flux conservatif 9 son flux atravers une
surface fermée est nul quelle que soit la surface fermée

" S ferméef (V,S)= @) (M)- dS=0

Sfermée
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conséguence:

Le flux dun champ de vecteurs aflux conservatif a 6
travers une surface ouverte S ne dépend que du
contour Gsur lequel sappuie S.

La démondtration est analogue acelle des champs S
de vecteurs acirculation consarvative.
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Exercices : Champs de vecteurs

Expression d'un champ de vecteurs en coordonnées
cylindriques

Soit le point M(X,y,z). On congidére I'application qui aM(x,y,2)
associe

A=2xe +tye +ze,.

Ecrire les composantes de A en fonction des coordonnées cylindriques de
M dans la base locale des coordonnées cylindriques en M.

Réponse: A=r(1l+cos? e, - (1/2)sin 2qeq + z €,

Lignes de champ d’'un champ magnétique

Donner leslignesde champ du champ magnéique B créé par
un fil infiniment long parcouru par un courant dintensité |.

_ ml
Ondonne B(M) =——
(M) Zpreq

Flux sortant du champ de pesanteur terrestre

Cdculer le flux du champ de pesanteur atravers la surface de la
terre. Application numérique.

Réponse: f=-5.10% n?. s?

Flux d’'un champ de vecteur aflux conservatif
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Montrer que, atravers une surface ouverte quelconque S, le flux
d'un champ aflux conservetif ne dépend que du contour sur lequel Sappuie
S



